Wybrane zastosowania pochodnych — badanie funkcji

Wiele zagadnien, o ktorych bytla mowa w tym i poprzednich rozdziatach,
wykorzystamy teraz przy badaniu przebiegu zmiennos$ci funkcji. Celem takiego
badania jest zebranie mozliwie pelnej informacji o danej funkcji, a nastepnie na
podstawie uzyskanych danych — sporzadzenie jej wykresu. Badajac funkcje

bedzie postugiwac si¢ nastgpujacym schematem:
1° Wyznaczamy dziedzing funkc;ji.

2° Znajdujemy granice funkcji na krancach dziedziny.

3° Badamy istnienie asymptot.

4° Wyznaczamy punkty wspolne wykresu z osiami uktadu wspotrzednych.

5° Badamy niektore wlasnosci funkcji
okresowos¢).

(parzysto$¢, mnieparzystosc,

6° Wyznaczamy ekstrema funkcji oraz przedziatly monotonicznosci (badamy

pierwszg pochodng funkciji).

7° Badamy ksztatt wypuktosci wykresu funkcji oraz wyznaczamy punkty

przegigcia (badamy drugg pochodng funkc;ji).
8° Sporzadzamy tabelke zmienno$ci funkcji.
9° Sporzadzamy wykres funkcji.

Przyklad 9. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji:
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¢) f(x)=x*Inx.

3° Brak asymptot pionowych (zadna liczba rzeczywista nie jest krancem

dziedziny).

Prosta y =0 jest asymptotg poziomg obustronng (wynika z 2°).



Poniewaz istniejg asymptoty poziome zatem nie trzeba szukaé asymptot
uko$nych.

4° Punkt przeci¢cia wykresu badanej funkcji z osig Oy otrzymujemy obliczajac
f(0), natomiast aby wyznaczy¢ punkty przecigcia z osig Ox nalezy
rozwigza¢ rownanie f(x)=0. Mamy zatem:

f(0)=0,
f)=0 -

-0 o x=0
X

Wigc jedynym punktem wspdolnym wykresu z osiami uktadu wspédirzednych
jest poczatek uktadu wspotrzednych, tj. punkt (0,0).
5° Poniewaz dla kazdego xeR:

f(=x)= =—f(x),

—X _ X
1+(-x)> 1+x°

zatem dana funkcja jest nieparzysta.

6° Aby wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkcji oraz wyznaczy¢ jej
ekstrema lokalne badamy pierwsza pochodna:
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x e (-1,1) (rysunek 7).

f(x)<0 xe(-wo,-1)u(d,+ o).

Stwierdzamy zatem, ze:

1) w przedziale (—o0,—1) i (1,+) funkcja jest malejaca,

2) w przedziale (—1,1) funkcja jest rosnaca,

1

3)dla x=-1 funkcja osiagga minimum lokalne, y . = f(-1)= >



dla x=1 funkcja osiaga maksimum lokalne, y . = f(1)= %

7° Badamy drugg pochodna:
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Poniewaz wyrazenie wystepujace w mianowniku drugiej pochodnej jest
dodatnie dla kazdego x € R, zatem:
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Rys. 8. Wykres zmiany znaku

—J3.0 3 ) drugiej pochodnej funkcji z
@ xe( \/_’ )u(\/_,+oo) przyktadu 9a)

f'(x)>0<
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Stad:
1) w przedziatach: (—\/5 ,0), (\/5 ,+ oo) wykres funkcji jest wypukty w dot,

2) w przedziatach: (—oo, -3 ), (0,\/5 ) wykres funkcji jest wypukty w gore,
- ) NG
3) punkty przegiccia wykresu funkcji: B| —+/3 — P,(0,0),
A [ﬁ , %

8° Na podstawie zebranych informacji tworzymy tabelke zmiennosci funkcji.
Z powodu braku miejsca w pierwszym wierszu tabeli zamiast zapisywac



kolejne przedzialy uzyto symbolu ,, ... ” — przykltadowo pierwszy taki
symbol oznacza przedziat (—oo,—\/g ) Ksztalt (wygiecie) oraz kierunek
strzalek ustalamy na podstawie znaku pierwszej i drugiej pochodnej.

Strzatki te obrazuja monotoniczno$¢ oraz ksztatt wypuklo§ci wykresu
funkcji w kolejnych przedziatach.

X _\/g -1 0 1 \/5
F(x) - - - 0 + + + 0 - -
f"(x) - 0 + + + 0 - - - 0 +
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S \ 4 \ 2 j P-p- / 2 \v 4 \0
p.p. min max p.p.

9° W oparciu o powyzsza tabelke sporzadzamy wykres funkcji (rysunek 8.9).
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Rys. 9. Wykres funkcji z przyktadu 9a)
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3° Na podstawie punktu 2° stwierdzamy, ze prosta x=0 jest asymptotg
pionowa prawostronng oraz, ze wykres funkcji nie posiada asymptot
poziomych. Sprawdzamy istnienie asymptot uko$nych. Dla asymptoty
lewostronnej obliczamy granice:
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a zatem prosta y=x+1 jest asymptotg uko$ng lewostronna.

Latwo mozna sprawdzi¢ (obliczajac w taki sam sposob odpowiednie granice
W +00), ze prosta ta jest rowniez asymptotg ukosng prawostronng, a co za
tym idzie jest ona asymptotg uko$ng obustronna.
4° Biorgc pod uwage dziedzine stwierdzamy, ze wykres badanej funkcji nie ma
punktow wspolnych z osia Oy. Rozwigzujac roéwnanie f(x)=0
sprawdzamy, czy wykres funkcji bedzie przecinat 0§ Ox:
1

f(x)=0= xe =0 § V. ge'® >0§© x=0¢D,,
czyli wykres funkcji nie ma punktoéw wspolnych rowniez z osig Ox.
5° Badamy parzystos¢ (nieparzystos¢) funkcji:
1
f(=x)=-xe * = f(x) (I #—f(x)) —dana funkcja nie jest ani parzysta, ani
nieparzysta.



6° Badamy pierwsza pochodna:
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. . Rys. 10. Wykres zmian
Stwierdzamy zatem, Ze: Y Y P Y

znaku pochodnej funkcji z
1) w przedziale (—0,0) i (1,+) funkcja  przykiadu 9b)

jest rosngca,
2) w przedziale (0,1) funkcja jest malejaca,

3)dla x=1 funkcja osigga minimum lokalne, y . =f(1)=¢e;

Badamy druga pochodna:
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Zauwazmy, ze rOwnanie f'(x)=0 réwnowazne réwnaniu — e* =0 nie
X
ma rozwigzan, a co za tym idzie wykres funkcji nie ma punktéw przegiecia.
1

f”(x)>0©%ex >0c>%>0©x3>0c>x>0©xe(0,+oo),

f"(x)<0 < xe(—2,0).

Zatem: / X
1) w przedziale (—o0,0) wykres /b
funkcji jest wypukly w gore,
2) w przedziale (0,+ o) wykres
funkgc;ji jest wypukty w dot,

Rys. 11. Wykres zmiany znaku
drugiej pochodnej funkcji z
przyktadu 9b)



3) wykres funkcji nie posiada punktow przegigcia.

8° Tabelka zmiennos$ci funkcji

X (—00,0) 0 (0,1) 1 (1,+x)
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f"(x) - + + +

0 +00 +00
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9° Wykres funkcji (rysunek 12)

Rys. 12. Wykres funkcji z przyktadu 9b)
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3° Na podstawie granic obliczonych w punkcie 2° stwierdzamy, ze wykres
badanej funkcji nie posiada asymptot pionowych oraz poziomych.



Sprawdzamy istnienie asymptoty ukosnych — biorgc pod uwage dziedzing
funkcji, moze istnie¢ jedynie asymptota uko$na prawostronna.

2
. . 1 .
m= lim ﬁz lim 22— jim xlnx=[+oo-(+oo)]=+oo.
X+ X X—>+00 X X—>+00
Zatem wykres funkcji nie posiada rowniez asymptot ukosnych.

4° Bioragc pod uwage dziedzine stwierdzamy, ze wykres badanej funkcji nie ma

punktow wspolnych z osig Oy. Sprawdzamy jeszcze, czy wykres przecina o$
Ox:

f(X)=0=x’Inx=0=x*=0v Inx=0=x=0eD,vx=1.
Punkt przeciecia wykresu z osig Ox: P(1,0).

5° Uwzgledniajgc dziedzing funkcji stwierdzamy, Ze nie jest ona ani parzysta,
ani nieparzysta.

6° Obliczamy pierwsza pochodng i przyrownujemy jg do zera:
1
f(x)=2x-Inx+x* - —=x2Inx+1), Dy =(0,+0).
X

S()=05 x2lnx+)=0= x=0(D,) v 2Inx+1=0c

1 1
elnx:—%elnlene o x=e 220,61.

Badamy teraz, jak si¢ zmienia znak pierwszej pochodnej. Rozwiazujac
odpowiednie  nierownosci  (podobnie, jak powyzsze rdwnanie)
uwzgledniamy od razu dziedzine pochodne;:

f'(x)>0©x(21nx+1)>0©§xe(0,+oo)§© 2Inx+1>0<

1 1
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Stwierdzamy zatem, Ze:

1

1) w przedziale (0, e? J funkcja jest malejaca,



1
2) w przedziale (e 2+ ooJ funkcja jest rosnaca,

1
3)dla x=e ? funkcja osigga minimum lokalne réwne:

Y (Y 0N
Ymin = (e 2J=[e ZJ ln(e 2J=el-(—5)=—gel ~—0,18;

7° Badamy drugg pochodna:
f”(x)z[x(2lnx+1)]’ =1‘(21nx+1)+x-%=21nx+3, Dy =(0,+ ).

3 3
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3 _Z _=
f"(x)>0<:>2lnx+3>0<:>lnx>—5 Sx>elo xe{e 2,+00J,

3 3
f"(x)>0<= 2Inx+3<0 < x<e 2<:>xe(0,e 2} .

Zatem:
3
1) w przedziale (0 , € ZJ wykres funkcji jest wypukly w gore,

3
2) w przedziale [e 2+ ooJ wykres funkcji jest wypukly w dot,

3
3)dla x=e ? wykres funkcji ma punkt przegigcia oraz

3 3V (3 3 3
e (e



8° Tabelka zmiennos$ci funkcji
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X _3 3 31 1L 1
[0562] e 2 [ez,ez e 2 {ez,l (1,+oo)
r@ ] - | - - 0 * ¥
() - 0 + - - +
O\ 3 e,3 _le—l +00
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9° Wykres funkcji (rysunek 13)

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zbada¢ przebieg zmiennos$ci funkcji:

82. f(x)=x"—4x’ +4x%,

Rys. 13. Wykres funkcji z przyktadu 9c)

83. f(x)=x+l,
X
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X C(x+D)?

84. f(x)= , 85. f(x)
x—1 2x
86. f(x)=¢ ", 87. f(x)=x"e",
88. f(x)=—. 89. f(x)=——,
e’ Inx
90. f(x)=x—In(x+1), 91. f(x) _Inx
Jx
92. f(x)=vx*+1-x, 93, f(x)=x-2arctgx.
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